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А ннотация. В статье исследуется существование слабых реш ений  нелинейного эллиптического уравнения с 
р -ланласианом и степенным источником с показателем q в ограниченной области Q. Для случая р  -  1 < q < р* -  1 
найдены  условия малости на меру области и коэффициенты уравнения, достаточные для существования реш ения 
задачи Дирихле. Проведены численные эксперименты методом простой итерации: для задачи в круге при р  -  1 < q < 
р* -  1 исследованы критические значения радиуса и свободного члена (т ), начиная с которых реш ение отсутствует, 
в зависимости от показателя р . Для случая 0 < q < р  -  1 подтверждено существование реш ения без ограничений 
малости, а при q = р  -  1 установлено отсутствие зависимости от параметра т. Также проанализировано влияние 
геометрии области (круг и квадрат) на порог существования решения.
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A bstract. This paper studies the existence of w eak solutions for a nonlinear elliptic equation w ith the p -Laplacian and a 
power-law source w ith exponent q in a bounded domain Q. For the case p  -  1 < q < p * -  1, smallness conditions on the domain 
measure and the coefficients of the equation, sufficient for the existence of a solution to the Dirichlet problem, are obtained. 
Numerical experiments using the simple iteration method are carried out: for the problem in a circle w ith p  -  1 < q < p * -  1, 
critical values of the radius and the free term  (m) beyond w hich no solution exists are studied depending on the exponent 
p. For the case 0 < q < p  -  1, the existence of a solution w ithout smallness restrictions is confirmed, and for q = p  -  1, the 
absence of dependence on the param eter m  is established. The influence of the domain geom etry (circle and square) on the 
existence threshold is also analyzed.
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1. В в ед ен и е . В носледние десятилетия значительное вн и м ан и е уделяется изучению  краевы х задач 
для элли п ти чески х  урав н ен и й  с оператором  р -лап ласи ан а  -ApU  = -  div(|VM|^-2Vm). Т акие уравн ен и я  
возникаю т в различны х прикладны х областях: при м оделировании течений ненью тоновских жидкостей, 
в теории фильтрации, в гляциологии, а также в задачах нелинейной  диф ф узии и теории упругости [1, 2]. 
Особый интерес представляю т случаи, когда правая часть содержит нелинейны й источник, что приводит 
к конкуренции  м еж ду вы рож денны м  оператором  и м лад ш и м  членом.

Для пояснения роли  показателя нелинейности  рассм отрим  м одельную  задачу

-ApU = X |м|^-1м + тд в Q, и = 0 на dQ,
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где X > 0 и д € ( Q). Если т = 0, то однородная задача всегда им еет три ви альн ое р еш ен и е и = 0;
поэтом у  сама по себе она не м ож ет служ ить прим ером  отсутствия реш ения. При н ал и ч и и  ненулевого 
внеш него  и сточн и ка ап ри орн ы е оцен ки  обнаруж иваю т качественное разли ч и е м еж ду  ди ап азо н ам и  
показателя q: при 0 < q < р  -  1 инвариантны й ш ар для оператора неподвиж ной точки мож но построить 
без условия м алости  данны х, тогда как  п ри  q > р  -  1 для  такого построения требуется согласованное 
условие м алости  коэф ф ициента нелинейного  источника, внеш него  воздействия и констант влож ения, 
зависящ их от области.

Для у р ав н ен и й  с р -лап ласи ан ом  и п равой  частью  ви д а / ( х ) \и |^ + ^, где ^  — м ера  Радона, важ ны е 
результаты  п олучен ы  Н. Гренон [3, 4] . В этих  работах доказан о  сущ ествование р ен орм али зован н ы х  
реш ений  при условии малости данных, причём  м ера области \ Й \ влияет на это условие через константы, 
зави сящ и е от \ Й \. О днако в явн ом  виде зависим ость  от \ Й \ в работах Н. Гренон не вы писана. Кроме 
того, в у казан н ы х  работах рассм атривается более слабое понятие реш ен и я (ренорм ализованное), тогда 
как  во м н оги х  п р и клад н ы х  задачах  требуется классическое слабое р еш ен и е из пространства ( Й). 
Н астоящ ая работа посвящ ена восполнению  указан н ы х пробелов.

Работа организована следую щ им  образом. В разделе 1 приведены  основные предполож ения, опреде­
лен и е слабого реш ен и я и сф орм улирована теорем а 1 о сущ ествовании  реш ения. В разделе 2 излож ено 
доказательство данной теоремы. Раздел 3 содержит описание численны х экспериментов и их результаты. 
В заклю чении  подведены  итоги  и сф орм улированы  выводы.

1. Ф о р м у л и р о в к а  р е з у л ь т а т а . Рассмотрим  краевую задачу:

- d iv ( a (х, Vm)) = h (х, и) + тд в Й, 

и = 0 на дЙ,
(1)

где Й с  , N  > 2, -  ограниченная область.
П редполож им , что вы полнены  следую щ ие условия:

• (A1) а : Й X R ^  ^  R ^  -  ф ун кц и я К аратеодори, и сущ ествую т константы  а  > 0, d > 0 и н ео тр и ц а­
тельная ф ун кц и я Ь € LP ( Й), р  > 1, такие, что для почти  всех х  € Й и всех ^, € R ^  справедливы
неравенства:

а (х ,^ )■ ^ > а\^\Р ,

\а(х ,^)\ < d (Ъ(х) + \ ̂ \)^- 1,

(а(х , ^) -  а(х, ^ '))  ■ (^ -  ^ ') > 0 при  ^  Ф

• (A2) h : Й X R ^  R -  ф ун кц и я К аратеодори, и сущ ествую т неотрицательная ф ун кц и я /  € ( Й) и 
число q > 0, удовлетворяю щ ие одном у из следую щ их условий:

(q + 1)р *
5* -  q -  1’

1 < р  < N  : 0 < q < р  * -  1, г €

р  = N  : г € (q + 1, то],

р  > N  : г € [д + 1, то],

такие, что для почти  всех х  € Й и всех t € R справедливо неравенство:

\h (x , t)\ < / (х ) \ t \ ?;

Р* =
N p  

N  -  р ’

(A3) д € LP' ( Й), где 1 + = 1, и т € R.

П оложим

а  =

р  *,
г (q + 1)

1 < р  < N , 

р  = N , г < то,
г -  q -  1 
q + 1, р  = N , г = то,

S = 1 -
1
-  + 
г

Ч 1
+ — 

q + 1 а
> 0, (2)

3, р  > N ,

где принято  1/то =  0. Ч ерез Cs обозначим  постоянную  непреры вного влож ения

||wII, < С, ||V w II., W1’̂ ( Й) (Й ). (3)

В частности , далее использую тся и Сд+1. В лож ение в L^+1 ( Й) п ри  у к азан н ы х  огран и ч ен и ях  н а  q
является ком пактны м . П остоянную  в неравенстве Ф ридрихса обозначим  через Ср:

||wlip < Cf ||Vwlip.



О п р е д е л е н и е  1. Ф ункция и е w'^'^ (Q) называется слабым реш ением  задачи  (1), если для любой пробной 

ф ункции f  е W0'^ (Q) выполняется:

/  а (х, V u ) - V f d x  = [h ( х ,и ) + m g ) f d x .  (5)
J q  J q

Т е о р е м а  1. При выполнении условий (A1)-(A3) справедливы следующие утверждения:

1) если 0 < q < р  -  1, то сущ ествует слабое р еш ен и е задачи  (1) без дон олн и тельн ы х  услови й  на 
параметры ;

2) если q = р  -  1, то слабое реш ен и е сущ ествует при  условии

II/ | | , |Q |" C ,C l-1 < а; (6)

3) если q > р  -  1 (и дополнительно q < р * -  1 при  р  < N ), то слабое реш ение сущ ествует при условии

,, q-p+1
IIf llr|Q |"C ,C ^^ 1 [ImlllglIp,Cp) <  C*Xa,p,q), (7)

где

q -  p  + 1
Ч-Р+1 p- 1. Ч P -  1C *(a ,p ,q ) = a p

а постоянны е влож ений  определены  в (3) и (4).

З а м е ч а н и е  1. Поясним отдельно критический по размерности случай р  = N . Условие г > q + 1 позволяет 
вы брать конечное а  из (2) и п р и м ен и ть  влож ение W ^ '^ (Q) ^  L^ ( Q) (см. [5, гл. II, §2, теорем а 2.1]). 
П редельное зн ач ен и е г = q + 1 здесь не вклю чается: оно потребовало бы влож ения W01' ( Q) L ^ ( Q), 
которое в общ ем случае неверно. При р  > N  такое влож ение справедливо, поэтом у допускается г = q + 1. 
З а м е ч а н и е  2. Пусть 1 < р  < N . О ценим  константы  Ср, С„ = Ср* и Cq+1 через | Q |.

Для лю бой V е  Wj,1'^ (Q) справедливо неравенство Ф ридрихса (4). И звестно, что

Ср < С1 ( N ,p ) |Q |1/ '^ . (8)

Для влож ения Соболева Wj,1'^ ( Q) L^’ ( Q) имеем:

||а ||р ’ < Cp’ (N ,p )IIV v lip. (9)

Кроме того, для q + 1 < р * неравенство с п оказателем  s = q + 1 содерж ится в (3). И спользуя влож ение 
м еж ду L^+1 (Q) и * ( Q), м ож но показать, что

1 1

С,+1 < С2(N ,p ,q )IQ I^+ 1 - р*. (10)

Если q > р  -  1, то, подставляя оценки  (8), (10) в (7), получаем  достаточное условие

1q-p+1 ^  ^ -I- 1
II , |Q |A  [NUI^IIp . ) <  с (a ,p ,q ,N ) ,  A = S + 1) + q

\ q + 1 p*)
> 0, (11)

которое заведом о вы п олн ен о  для областей с м алой  м ерой. Для q = р  -  1 из (6) ан алоги ч н о  получается 
строгое условие малости

IIf  II , |Q |^ + (̂ -1)/~  < С ( a ,p ,N ).

2. Д о к а за т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Идея доказательства основана на методе неподвиж ной точки и апри­
орных оценках, которые Н. Гренон использовала при доказательстве сущ ествования ренорм ализованны х 
реш ений  в работах [3, 4]. Теорема 1 является адаптацией этих результатов к случаю слабых реш ений  при 
д е LP '(Q).
Л ем м а 1 (Ш а у д е р а  о н е п о д в и ж н о й  то ч к е ). П уст ь выполнены условия:
1. Е -  непустое вы пуклое зам кнут ое ограниченное подмножество банахова пространства V ;
2. Т  : Е ^  Е -  непрерывный оператор;
3. образ Т ( Е) предкомпактен в У.
Тогда существует хот я бы одна неподвижная точка х  е  Е оператора Т , т. е. Т ( х ) = х  (см. [6, гл. VIII, §35.3]). 
Л е м м а  2. П уст ь V  -  рефлексивное сепарабельное банахово пространство, и пуст ь оператор А  : V  ^  V ' 
обладает следующими свойствами: оператор А  ограничен, семинепрерывен, монотонен и коэрцитивен. Тогда



отображение А  : V  ^  V ' сюръективно, т. е. для всякого F € V ' сущ ест вует  х  € V  такой, что А ( х ) = F 
(см. [1, гл. II, теорема 2.1]).
Д о к а за т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Ш аг 1. О пределение оператора Т.  Для заданного v € L^+1 (Й)  рассм отрим  
вспомогательную  задачу:

- d iv ( a (х, V u)) = h (х, v ) + mg в Й, 

и = 0 на дЙ.
(12)

Ф ункция и € Wf1’̂  ( Й) назы вается слабы м  р еш ен и ем  задачи  (12), если  для лю бой пробной  ф ун кц и и  

^  € w } ’̂  (Й) вы полняется тождество:

/  а (х, V u ) ^ V f d x  = (h ( x , v ) + m g ) ^ d x .
Jn Jn

(13)

Покажем, что h(x, v) + mg принадлеж ит пространству W  1’̂  ( Й). Для любого f  ( Й) в силу (A2)
и обобщ ённого неравенства Гёльдера имеем:

/ h ( x , v ) ^ d x ^  f (х) \v \?\ f \ d x  <11 f II,||а 11̂ +1 11 |̂|, \Й \« .

П рименяя влож ение (3) с s = а, из (14) выводим:

/  h (x, v  
Й

) f  dx < II/ 11г С . \Й\ " II. 11^1 ||V^lip .q+11

Далее, прим еняя неравенство Гельдера и Ф ридрихса (4), получаем:

т g f d x < \ т f  l i p  <\m\IIgI Ip 'Cf  IIVf  IIp' UY up up-

(14)

(15)

(16)

Из оценок  (15) и (16) следует, что ф ун кц и он ал  ( f ) = ( h ( x , v ) + m g ) f  dx  н еп реры вен  н а W ^’̂ ( Й), т. е.
F, € W - 1’̂ '(Й ).

В силу условий (А1) оператор А  (и ) = - d iv (a  (х, V u )) строго монотонен, семинепреры вен, коэрцитивен
и ограничен . С огласно лем м е 2 для каж дого v сущ ествует единственное слабое реш ен и е и € Ŵ 1’̂  ( Й) 
задачи  (12). О пределим  оператор Т : L^+1 ( Й) ^  L^+1 ( Й), Т (v) = и, где и € W ^’̂  (Й) — слабое реш ен и е 
задачи  (12). Влож ение Ŵ 1’̂ ( Й) L^+1 ( Й) (см. (3)) гарантирует, что Т  действует в L^+1 (Й).

Ш аг 2. А приорны е оценки. Пусть v € L^+1 (Й) и и = Т (v ). П одставим ^  = и в (13):

/ а(х, V u ) ^ V u d x  = h ( x , v ) u d x  + m g u d x .
J q J q J q

И спользуя условие коэрцитивности  из (А1) и оценки (15) и (16) с f  = и, получим :

а IIVw 11̂  < ( II/||.С ,\Й \ ̂ II.||^;+1 + \ш \||^ |Ip'Cp) IIVuUp.

Сокращ ая на | V m (случай и = 0 тривиален), получаем:

i i v u  U p  ^ ( 1 1  f  I I ,  с , \ Й \ "  I I .  i i ; ;+1 +  \ ш \ | | ^ |  i p ' C f )

р-1
(17)

Теперь оценим  норм у и в L^+1 (Й). П рименяя (3) с s = q + 1, из (17) вы водим  оценку:

Ум Уд  +  1 < Сд  +  1 ,  С, \Й \«  I I.  11̂ +1 + \ш \||^ | Ip'Cf) (18)

Шаг 3. Сущ ествование инвариантного шара. Н айдем R > 0 такое, что из „а„д+1 < R следует „Т (v)„g+1 < 
R. В силу (18) достаточно вы полнения неравенства:

С,■q+1 г С ,\Й \"  R^ + \m\llgl Ip 'Cf )

1p- 1

< R.

Введём обозначения:

A  := „f  „ ,С ,\Й \« , В :=\m\llgl |p'Cp, К  :=
с ф - 1 

? +1

1 р- 1

1

а



Возводя (19) в степень р  -  1, получим  эквивалентное неравенство:

АЯ^ + В < 1 RP- 1. (20)
К

Рассмотрим  три случая.
С лучай 1: 0 < q < р  -  1. Л евая часть (20) растёт как  , правая -  как  RP- 1. П оскольку q < р  -  1, 

п ри  достаточно больш их R неравенство вы полняется. Т аким  образом , оператор Т  отображ ает ш ар 
Br с  L^+1 ( Q) в себя.

Случай 2: q = р  -  1. Тогда (20) п риним ает вид

АЯР- 1 + В < -  RP- 1 ^
К

RP-1 > В.

Если А  < 1/К,  то м ож но вы брать R достаточно больш им , чтобы  неравенство вы полнялось. Условие 
А  < 1 / К  записы вается как

II f  II ,C ,|Q |^  ^  ,
Ср

что соответствует условию  (6).
Случай 3: q > р  -  1 (и q < р * -  1 при р  < N ). Функция ф(R) = -1RP-1 -  AR^  достигает м аксим ум а в точке

R0 =

М аксимальное значение равно

Р -  1
\ A q K j

q-p+l

f  (R 0 ) ^  R0;
1 т,р-1 Ч -  Р + 1

к  0 q

Условие сущ ествования R > 0, удовлетворяю щ его  (20), есть В < f  (R^ ) . П одставляя вы раж ение для R^ ,о-1 
0

получим

В <

р-1
q -  р  + 1

qK
Р -  1

\A q K

Возвращ аясь к обозначениям  А, В, К  и возводя обе части последнего неравенства в степень ( q - р  +1) /  (р - 1 ) ,  
после алгебраических преобразований  получаем

, , Ч-Р+1
q-p+j _±_ р -  1 q -  р + П  р-1

АВ р-1 1 < а р ^—  -----  .
^+1 ^  q I

Это и есть условие (7).
Ш аг 4. Компактность оператора Т . Пусть [v„} с  L^+1 ( Q) -  ограниченная последовательность, Уа „ Уд+1 < 

М . П олож им  и„ = Т (vn). Из оцен ки  (17) следует, что [и„} о гран и ч ен а  в Wj,1'^ ( Q). П оскольку влож ение 
Wf1'^ ( Q) L^+1 ( Q) компактно, из [ип} мож но вы делить подпоследовательность, сходящ уюся в L^+1 (Q). 
Значит, оператор Т  компактен.

Ш аг 5. С ходим ость h. Пусть vn ^  v в L^+1 ( Q). О бозначим  через а ' показатель, соп ряж ён ны й  к а, и  
введём  t > 1 равенством

1 = ^  ^
t г q + 1 

Из определения S следует t > а '. Докажем, что

h(-,Vn) ^  h(■,v) в ( Q).  (21)

Р ассм отрим  произвольную  подпоследовательность [vnj }. Из сильной  сходим ости  в L^+1 ( Q) м ож но 
вы делить подпоследовательность ['onj^ } и найти w е L^+1 ( Q) такие, что vnj^ ^  v почти всюду и lvnj^ | < w 
почти всюду. Сущ ествование такой ф ункции w следует из выбора подпоследовательности, для которой

ТО
Y j ^^nj^  -  V IIg+1 < ТО.
к=1

Свойство Каратеодори даёт поточечную  сходимость h (х, Vn^ ) ^  h (х, v), а условие (A2) -  оценку

Ih (x,Vnj^) -  h (x , v  )| < f  (x)  [w^  + Iv |^) .



Правая часть принадлеж ит ( Й) по неравенству Гёльдера. Поэтому по теореме Лебега h(■,v„ ^ ) ^  h (■, а )

в ( Й), а в силу t > а ’ и \ Й \ < то -  такж е в ' ( Й). Т ак как это рассуж дение п р и м ен и м о  к лю бой
подпоследовательности, справедлива сходимость всей последовательности  в (21). Следовательно,

IIFv„ -  Fv„w-1,p'(Й) < С а„h(■,v„ ) -  h (■,a)„^' — > 0. (22)

Ш аг 6. Н епреры вность  оп ератора Т . Пусть v„ ^  v в L^+1 ( Й) и и„ = Т (v„). Из оценки  (17) следует
ограниченность {м„} в Wj1’̂  (Й). В ы делим  подпоследовательность, для которой

Un  ̂ ^  м в Wg1’̂  ( Й), Un  ̂^  М в !^+ 1 ( Й ).

Для любого Z € Wg’̂  ( Й) м онотонность оператора А  даёт

(Аи„^ -  Az,u„^  -  z) > 0.

У читы вая Аи„^ = , сходимость (22) и слабую сходимость и„^, переходим  к пределу и получаем

{Fn -  A z, м -  z)  > 0 для всех z € Wg1’̂  ( Й ).

П олагая в последнем  неравенстве z = м -  Aw, где w € ( Й) и X > 0, а затем  устрем ляя X к нулю , из
семинепреры вности А  получаем  Ам = F^ (аргумент Минти). Вспомогательная задача имеет единственное 
реш ен и е, п оэтом у  м = Т (v ). Т аким  образом , из лю бой п одпоследовательности  {и„ } м ож но вы делить 
подпоследовательность, сходящуюся к Т (v ) в L^+1 ( Й). Критерий сходимости по подпоследовательностям 
даёт и„ ^  Т (v ) в !^+ 1 (Й), то есть оператор Т  непреры вен.

Ш аг 7. П рим енение теорем ы  Ш аудера. В случае 0 < q < р  -  1 оператор Т  отображает некоторы й ш ар 
Br с  !^+ 1 (Й) в себя без д оп олн и тельн ого  условия. При q = р  -  1 сущ ествование и н вари ан тн ого  ш ара 
гарантирует (6), а при q > р  -  1 -  условие (7). О ператор Т  непреры вен и компактен. По теореме Ш аудера 
сущ ествует неподвиж ная точка и € Br , Т (и ) = и , которая является слабы м  реш ен и ем  задачи  (1).

3. Ч и с л е н н ы е  эк сп ер и м ен т ш . Проведены вы числительны е эксперим енты  для исследования: зависим о­
сти критических значений  Ran и merit от р , докритического случая, случая q = р  -  1 и влияния геометрии 
на критические значения.
Ч и с л е н н ы й  м ето д . П рограм м ы  реали зован ы  н а язы ке P y thon  с и сп ользован и ем  библиотек NumPy, 
SeiPy (функции для реш ения разреж енны х ли н ей н ы х систем) и M atplotlib (для ви зуали зац и и )1.
Реш ается уравнение:

-div(\VM \^-2Vm ) = /  (х )\м\^-1м + т,

где Й с  R 2; в эксп ери м ен тах  1-3  область Й представляет собой круг радиуса R, а в эксперим енте 4 
д о п олн и тельн о  рассм атривается квадрат той  ж е п лощ ади . Это уравн ен и е является частн ы м  случаем  
задачи  (1) при

а(х , ^ )  = \^\^-2 ^, h ( x , s ) = f ( x ) \ s \?-1s, g = 1.

В частности, при f  ( х ) = X оно совпадает с м одельной задачей, рассмотренной во введении. Т аким образом, 
показатели р , q и параметры  / ,  т  в численны х экспериментах имею т тот же смысл, что и в теоретической 
части. Уравнение дискретизировано на равномерной прям оугольной сетке методом конечны х разностей 
[7] . Н елинейная задача реш алась м етодом  простой итерации (методом зам орож енны х коэффициентов) 
[8, 9] . Л инейны е системы  реш ались м ето д о в  из библиотеки SeiPy.
Э к с п е р и м е н т  1 (и с с л е д о в а н и е  п о р о г о в ы х  з н а ч е н и й  в  за в и с и м о с т и  о т  p). Ф иксированы параметры: 
q = 1.9, f  ( х ) = 20.0, т = 2.1. П араметр р  последовательно п р и н и м ает  зн ачен ия : 1.3; 1.4; 1.5; 1.6; 1.7; 1.8. 
Для каж дого р  область Й -  круг рад и уса R, которы й  последовательно увеличивается, и определяется 
критический радиус ^ erit , н ачиная с которого реш ение отсутствует. П олученные результаты  представлены 
в таблице 1.

Таблица 1 
Table 1

Зависим ость критического радиуса ^erit от показателя р  
D ependence of the eritieal radius ^erit on the exponent p

р ^erit
1.3 1.3150
1.4 1.0400
1.5 0.8560
1.6 0.7650
1.7 0.7020
1.8 0.6600

1Программный код доступен в открытом репозитории: h t tp s : / / d o i . o rg /1 0 .5 2 81 /zen od o . 22059908
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Н а прим ере р  = 1.8 показано, как определялся критический  радиус (рис. 1).

Рис. 1. Зависимость нормы реш ения от радиуса (для р = 1.8)
Fig. 1. Dependence of the solution norm  on the radius (for p = 1.8)

Н а рис. 2 показана эволю ция 3D -новерхностей реш ения с ростом  радиуса области.

Рис. 2. 3D-визуализация реш ения для различны х радиусов области (для р = 1.; 
Fig. 2. 3D visualization of the solution for different domain radii (for p = 1.8)



Для уточнения критического радиуса область биф уркации исследована с м еньш им  ш агом. Уточнённое 
значение составило ^crit = 0.6600 (рис. 3).

Рис. 3. Поведение нормы решения вблизи критического радиуса (для р = 1.8)
Fig. 3. Behavior of the solution norm near the critical radius (for p = 1.8)

Для p  = 1.6 рассм отрена зависим ость  н орм ы  р еш ен и я  от н ом ера и терац и и  для R = 0.75 и R = 0.80 
(Rcrit = 0.7650). П ри R = 0.75 (до критического  зн ачен ия) н орм а р еш ен и я  стабилизируется после 
нескольких и терац и й , вы ходя на постоянное плато, что  свидетельствует о сущ ествовании  р еш ен и я  
(рис. 4).

Рис. 4. Сходимость метода при R = 0.75 (решение существует)
Fig. 4. Convergence of the method for R = 0.75 (solution exists)

П ри R = 0.80 (после критического значения) н орм а р еш ен и я  н еогран и ченн о  растет, и терац и он н ы й  
процесс расходится, что указы вает н а  отсутствие реш ен и я (рис. 5).

Рис. 5. Расходимость метода при R = 0.80 (решения нет) 
Fig. 5. Divergence of the method for R = 0.80 (no solution exists)



Результаты , представленны е на рис. 4 и рис. 5, подтверж даю т сущ ествование биф уркации.
Далее рассм атривается зависим ость  критического  зн ач ен и я  п арам етра т от р . Ф иксированы  п а­

рам етры : q = 1.9, / ( х ) = 50.0, R = 1.5. Для каж дого р  п арам етр  т последовательно увеличивается, 
и определяется критическое зн ач ен и е merit, н ач и н ая  с которого р еш ен и е отсутствует. П олученны е 
результаты  представлены  в таблице 2.

Таблица 2 
Table 2

Зависим ость критического значения merit от показателя р  
D ependenee of the eritieal value merit on the exponent p

р merit
1.3 1.4050
1.4 0.8400
1.5 0.4988
1.6 0.2931
1.7 0.1620
1.8 0.0860

На прим ере p  = 1.8 показано, как определялось критическое значение парам етра т (рис. 6).

Рис. 6. Зависимость нормы реш ения от т  (для р  = 1.8)
Fig. 6. Dependenee of the solution norm on m  (for p  = 1.8)

Эволю ция 3D-поверхностей реш ения с ростом т  показана на рис. 7.
Для поиска уточненного критического значения парм етра т область биф уркации была исследована с 

м ен ьш и м  ш агом. У точненное значение составило merit = 0.0860 (рис. 8).
Т аким  образом , из табл. 1 и табл. 2 видно, что с ростом  показателя р  наблю дается м онотонное 

убы вание зн ачен ий  ^ erit и merit.
Э к сп е р и м е н т  2 (д о к р и т и ч е с к и й  случ ай ). Ф иксированы параметры: р  = 1.8, q = 0.5, f  ( х ) = 0.1. Согласно 
теорем е 1, п ри  q < р  -  1 (так как  0.5 < 0.8) реш ен и е сущ ествует при  лю бы х зн ачен иях  радиуса области 
R и парам етра т. Ч ислен н ы е эксп ери м ен ты  подтверж даю т сходим ость м етода во всех исследованны х 
случаях. С начала п ри  т = 0.1 последовательно у вел и ч и вал и  радиус. Во всех случаях и тер ац и о н н ы й  
процесс сош елся (рис. 9).

Затем при фиксированном  R = 1.5 увеличивали параметр т; сходимость также наблю далась при всех 
исследуем ы х значениях  (рис. 10).



Рис. 7. 3D-визуализация решения для различных параметров т (для р = 1. 
Fig. 7. 3D visualization of the solution for different m parameters (for p = 1.8)

Рис. 8. Поведение нормы решения вблизи rncrit (для р = 1.< 
Fig. 8. Behavior of the solution norm near rncrit (for p = 1.8)



Рис. 9. Зависимость нормы реш ения от радиуса для докритического случая 
Fig. 9. Dependenee of the solution norm  on the radius for the suberitieal ease

Э к с п е р и м е н т  3 (и с с л е д о в а н и е  к р и т и ч е с к о г о  с л у ч а я  q = р  -  1). Ф иксированы  парам етры : р  = 1.5, 
q = 0.5, f  ( х ) = 15.0, R = 0.5. Из оценки (3) видно, что при  q = р  - 1  нет зависим ости от га. Это подтверждаю т 
численны е эксперим енты , из результатов которы х видно, что м етод сходится при  лю бы х га (рис. 11).

Рис. 10. Зависимость нормы решения от т для докритического случая 
Fig. 10. Dependenee of the solution norm on m for the suberitieal ease

Рис. 11. Зависимость нормы решения от т для случая q = р -  1 
Fig. 11. Dependenee of the solution norm on m for the ease q = p -  1

Э к с п е р и м е н т  4 (с р а в н е н и е  к р и т и ч е с к и х  р а з м е р о в  к р у г а  и  к в а д р а т а  п р и  р а в н о й  п л о щ а д и ) .
Ф иксированы  парам етры : р  = 1.6, q = 1.9, f  ( х ) = 20.0, га = 2.1. И сследуется в л и ян и е ф орм ы  области н а  
порог сущ ествования реш ения. Для этого сравниваю тся две области одинаковой  площ ади : квадрат со 
стороной 2R (площ адь 4 ^ 2) и  круг, радиус которого подобран  так, чтобы  его п лощ ад ь  такж е равнялась 
4 ^ 2. Из равенства п л о щ ад ей  получено, что радиус круга ^ круга = 2 R . П арам етр R служ ит общ ей 
перем енной, определяю щ ей разм ер обеих фигур. Н а рис. 12 показана зависим ость норм ы  реш ения от R 
(половины  стороны  квадрата).



Рис. 12. Зависимость нормы реш ения от R для круга и квадрата при равных площ адях 
Fig. 12. Dependence of the solution norm  on R for a circle and a square w ith equal areas

Н а рис. 13 п о к азан а  эволю ция 3D -новерхностей  и к он турн ы х граф иков р еш ен и я  для квадрата с 
ростом  R .

Рис. 13. 3D-визуализация и контурный график реш ения для квадрата нри различных R 
Fig. 13. 3D visualization and contour plot of the solution for the square for various R



Н а рис. 14 показана эволю ция 3D-новерхностей и контурны х графиков реш ения для круга с ростом R. 
Т аки м  образом , получено, что для круга ^crit = 0.700, а для  квадрата ^crit = 0.750, то есть для  круга 

критическое зн ачен ие радиуса м еньш е, чем  для квадрата н ри  равны х нлощ адях.

Рис. 14. 3D-визуализация и контурный график реш ения для круга нри различны х R 
Fig. 14. 3D visualization and contour plot of the solution for the circle for various R

П олученны е чи слен н ы е результаты  позволяю т дать следую щ ую  ф изическую  интерпретацию . В за ­
дачах  с н ел и н ей н ы м  источником  и р -лапласианом  клю чевую  роль играет к он ц ен трац и я  источника. У 
круга н ри  той  же п лощ ад и  пери м етр  м еньш е, следовательно, м ен ьш е утечка эн ерги и  через границу. 
Это облегчает н ак оп лен и е эн ерги и  внутри  области, и разр у ш ен и е  (биф уркация) н аступает бы стрее -  
нри  м ен ьш ем  характерном  разм ере. У квадрата пери м етр  больш е, утечк а  больш е, поэтом у  требуется 
дополнительная «подкачка» энергией, то есть больш ий разм ер области, чтобы  запустить н ели н ей н ы й  
рост. Д анное явлен и е аналогично  реактору  с отраж аю щ им и стенкам и: чем  лу ч ш е и зо л яц и я  (м еньш е 
утечка), тем  м ен ьш е критический  размер. Круг является более эф ф ективны м  «реактором», поэтом у он 
взрывается нри м еньш их размерах. Таким  образом, численное сравнение ^crit для круга (0.700) и квадрата 
(0.750) подтверж дает, что более ком пактны е области теряю т устойчивость н р и  м ен ьш и х размерах.

З а к л ю ч е н и е . В работе исследовано сущ ествование слабы х р еш ен и й  краевой  зад ач и  для эл л и п ти ­
ческого ур ав н ен и я  с р -лап л аси ан о м  и н ел и н е й н ы м  источником . Для случая q > р  -  1 (при 1 < р  < N  
доп олн и тельн о  q < р* -  1) н ай д ен ы  достаточны е условия м алости  н а  м еру  области и коэф ф и ц и ен ты



уравнения, обеспечиваю щ ие сущ ествование реш ения. Для случая 0 < q < р  -  1 (докритический случай) 
сущ ествование реш ения доказано без каких-либо ограничений. Ч исленны е эксперим енты  подтверждают 
теоретические результаты: в докритическом  случае реш ение существует всегда; в случае р  -  1 < q < р * -  1 
наблю дается порог сущ ествования по радиусу  области R и интен си вн ости  постоянного и сточн и ка га, 
п р и ч ем  с ростом  р  происходит м онотонное у бы ван и е пороговы х зн ачен ий ; а п ри  q = р  -  1 получено 
отсутствие зависим ости от га. Сравнение круга и квадрата одинаковой площ ади показало, что для более 
ком пактной  области (круг) критические зн ачен ия  м еньш е, что объясняется м ен ьш ей  утечкой  энергии  
через границу.
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