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Аннотация. Для реш ений функционально-дифференциальных уравнений запаздывающего типа введены понятия 
эквиограпичеппости реш ений, частичной эквиограниченности реш ений  с частичны м  контролем предысторий, 
эквиограниченности в пределе реш ений  и частичной эквиограниченности в пределе реш ений с частичны м  
контролем предысторий. С использованием функционалов Ляпунова -  Красовского получены достаточные условия 
указанны х выш е видов эквиограниченности реш ений и эквиограниченности в пределе реш ений. Полученные 
результаты могут быть использованы для анализа поведения решений сложных фупкциопальпо-дифферепциальпых 
уравнений запазды ваю щ его типа в различны х задачах качественной теории диф ференциальны х уравнений, 
теоретической механики и математической физики.
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Abstract. For solutions of functional differential equations of delay type, the concepts of equiboundedness of solutions, partial 
equiboundedness of solutions w ith partial control of their prehistories, ultim ate equiboundedness of solutions, and partial 
ultimate equiboundedness of solutions w ith partial control of their prehistories are introduced. Using Lyapunov-Krasovsky 
functionals, sufficient conditions for the above-mentioned types of equiboundedness of solutions and ultimate equiboundedness 
of solutions are obtained. The results obtained can be used to analyze the behavior of solutions of complex retarded functional 
differential equations in various problems in the qualitative theory of differential equations, theoretical mechanics, and 
mathematical physics.
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1. В в е д е н и е . В работе Т. Й осидзавы  [1] н а  основе м етод а ф ункционалов Л япунова -  Красовского 
[2] бы ла создана теория ограп и ч еп п ости  р еш ен и й  ф уп к ц и оп альп о-д и ф ф ереп ц и альп ы х  у р ав н ен и й  
запазды ваю щ его типа. Эта теория является аналогом классической теории Т. Й осидзавы ограниченности 
р еш ен и й  систем  обы кн овен н ы х ди ф ф ерен ц и альн ы х  ур ав н ен и й  [3] в том  см ы сле, что в этой  теории
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вместо конечномерного пространства начальны х полож ений реш ен и й  используется бесконечномерное 
ф ункциональное пространство преды сторий  реш ен и й . О сновны е трудности  разви ти я  д ан н о й  теории 
ограниченности реш ений , как это было показано в [1] (см. также [4]), возникаю т им енно в связи с беско- 
нечном ерностью  ф ункционального  пространства преды сторий  реш ений . С другой  стороны, в работах 
К. С. Л ап и н а (см., наприм ер, [5]- [8]) с исп ользован и ем  прям ого м етода Л япунова бы ла развита теория 
частичной ограниченности реш ений  систем обы кновенных диф ф еренциальны х уравнений с частичны м  
контролем начальны х условий. Весьма значим ой  частью данной теории является подраздел этой теории, 
связан н ы й  с и зу ч ен и ем  р азли ч н ы х  видов огран и ч ен н ости  в пределе реш ен и й  или, как  ещ е говорят, 
финальной ограниченности реш ений. Наиболее общ им видом  такой ограниченности реш ений  является 
частичная эквиограниченность в пределе реш ений  с частичны м  контролем начальны х условий. Теория 
ограниченности, развитая К. С. Л апиным, обобщает указанную  выш е теорию Й осидзавы ограниченности 
реш ений  систем обы кновенных диф ф еренциальны х уравнений в том смысле, что если часть переменных, 
относительно которы х изучается ограниченность реш ен и й , совпадает с полн ы м  набором  п ерем енны х 
и, кром е того, кон троли руем ая  часть коорди н ат н ач альн ы х  услови й  совпадает с п о л н ы м  набором  
координат начальны х условий, то теория ограниченности , развитая в работах К. С. Л апина, становится 
теорией  о гран и ч ен н ости  Й осидзавы . При ан али зе со отн ош ен и й  м еж ду  у к аза н н ы м и  вы ш е теориям и  
ограниченности реш ений  естественным образом возникает интересная и важная для прилож ений задача 
построения на основе метода функционалов Л япунова -  Красовского теории частичной ограниченности 
реш ений  ф ункционально-диф ф еренциальны х уравнений запазды ваю щ его типа с частичны м  контролем 
преды сторий . Естественное требование к построению  такой теории  огран и ч ен н ости  состоит в том, 
чтобы эта теория, с одной стороны, обобщ ала теорию Й осидзавы  ограниченности реш ений  для ф ункци­
он альн о-д и ф ф ерен ц и альн ы х  уравн ен и й , а с другой  стороны , являлась бы в у к азан н о м  вы ш е смы сле 
аналогом  разви той  в работах К. С. Л ап и н а теории  части чн ой  огран и ч ен н ости  реш ен и й  с части чн ы м  
контролем  н ач альн ы х  условий . В аж ной частью  построения у к азан н о й  вы ш е теории  ограниченности  
является введение р азл и ч н ы х  видов п он яти я  экви огран и чен н ости  и эк ви огран и чен н ости  в пределе 
р еш ен и й  ф ункционально-диф ф еренциальны х уравн ен и й  запазды ваю щ его типа и получение с исполь­
зованием  ф ункционалов Л япунова -  Красовского достаточны х условий этих видов эквиограниченности 
и эквиограниченности  в пределе реш ений.

В настоящ ей работе для р еш ен и й  ф ункционально-диф ф еренциальны х уравн ен и й  запазды ваю щ его 
ти п а  введены  п он яти я  экви огран и чен н ости  р еш ен и й  и части чн ой  экви огран и чен н ости  р еш ен и й  с 
частичны м  контролем предысторий. С использованием  функционалов Ляпунова -  Красовского получено 
достаточное условие части чн ой  экви огран и чен н ости  р еш ен и й  ф ун к ц и он альн о-д и ф ф ерен ц и альн ы х  
ур ав н ен и й  зап азд ы ваю щ его  ти п а  с части ч н ы м  контролем  пред ы стори й  (теорем а 1). Как следствие 
(следствие 1) в терм инах  Л япунова -  Красовского получено достаточное условие эквиограниченности  
р еш ен и й  ф ун к ц и он альн о-д и ф ф ерен ц и альн ы х  у р ав н ен и й  зап азд ы ваю щ его  типа. Далее для реш ен и й  
ф ункционально-диф ф еренциальны х уравнений  запазды ваю щ его типа введены понятия эквиограничен­
ности в пределе реш ений  и частичной эквиограниченности в пределе реш ений  с частичны м  контролем 
преды сторий. С использованием  ф ункционалов Л япунова -  Красовского получено достаточное условие 
части чн ой  экви огран и чен н ости  в пределе реш ен и й  ф ун к ц и он альн о-д и ф ф ерен ц и альн ы х  у р ав н ен и й  
запазды ваю щ его  типа с части чн ы м  контролем  преды сторий  (теорема 2). Как следствие (следствие 2) в 
терм инах ф ункционалов Л япунова -  Красовского получено достаточное условие эквиограниченности  в 
пределе реш ен и й  ф ункционально-диф ф еренциальны х уравн ен и й  запазды ваю щ его типа.

2. П р е д в а р и т е л ь н ы е  с в е д е н и я . Н ап о м н и м  сначала необходим ы е п он яти я  и кон струкц и и  (см., 
наприм ер, [1] , [4]), которые требуются для рассмотрения ф ункционально-диф ф еренциальны х уравнений 
запазды ваю щ его типа.

Пусть h > 0 -  ф и кси рован н ая  постоянная, и пусть С ( [ -h;0] ,  R ") -  л и н ей н о е  пространство всех 
н еп реры вн ы х  отображ ений  ви д а ^  : [ -h ;0 ]  ^  R ", п > 1, рассм атриваем ое вм есте с норм ой  \ \^У = 
m a x <0) \ \ f  (^)У, где \ \ f  ( ^ ) \  -  евклидова норм а в R" вектора f  (9) е  R " . Н еслож но видеть, что лю бое 
н еп реры вн ое отображ ение х  : [ -h ; А)  ^  R ", х ( t ) е  R ", - h  < t < А,  где А  > 0 и ли  А  = + ^ ,  определяет 
непреры вное отображ ениех  : [0;А)  ^  С ( [ - h ;0 ] ,R " ) , х (t) = Xt е С ( [ - h ;0 ] ,R " ), 0 < t < А ,где отображение 
Xt : [-h;  0] ^  R" задается формулой Xt (9) = х (t  + 9), - h  < 9  < 0. Из этой формулы видно, что Xt (0) = х ( t ) 
и X t ( - h )  = X (t  -  h).  Далее у казан н ое семейство отображ ений  Xt : [ -h ;0 ]  ^  R ", где 0 < t < А,  будем  
назы вать парам етризованной  С ( [ - h ;0 ] ,  R ")-траекторией или, более кратко, h-траекторией отображ ения 
X : [-h;  А)  ^  R " , X( t ) е  R " , - h  < t < А.

Рассмотрим  ф ункционально-диф ф еренциальное уравнение запазды ваю щ его  типа

jc(f) = F( t , Xf ), t е  R + ^  [0; + ^ ) ,  (1)

где X( t ) е  R ", - h  < t < + ^ ,  F : R+ X С ( [ -h ;0 ] ,  R ") ^  R" -  лю бое н еп реры вн ое отображ ение, x:(t) -  
п равосторонняя п рои звод н ая  отображ ения х ( t ) и семейство отображ ений  Xt : [ -h ;0 ]  ^  R ", t е  R+, 
определяется указанны м  вы ш е способом по отображению х ( t ), - h  < t < + ^ .  При n > 2 для уравнения (1) 
такж е используется название ф ункционально-диф ф еренциальная система запазды ваю щ его типа.



Н ап ом н и м , что реш ен и ем  х ( t , t 0 , f a )  у р ав н ен и я  (1) с н ач ал ьн ы м и  услови ям и  (t0 , f a )  е  [0,А) X 
С ([-h;0] ,  R "), где А  > 0 или А  = + ^ ,  называется отображение х  ( - ,  tg, fa)  : [ta -  h; A)  ^  R " , x  (t, tg, f a)  е  R " , 
to -  h < t < A,  для которого вы полнены  следую щ ие условия:

1) X ( t , t 0, f 0), to < t < A  удовлетворяет уравн ен и ю  (1), т. е. п ри  t0 < t < А  справедливо равенство 
::(t, t0 , f 0 ) = F(t ,Xt  ( t 0, ^ 0 )), где Xt (t0 , ^ 0 ) = ^ ( - ,  t0 , f 0 ) t ;

2) xt0(t0 , f 0 ) = f 0 , т. е. Xt0( t 0 , f 0 )(&) = x ( t 0 + 9, t0, f0)  = f 0 (&), - h  < 9  < 0. Отображение f 0 : [-h;0] ^  R" 
назы вается п ред ы сторией  р еш ен и я  x ( t , t 0, f o )  от м ом ен та  врем ени  t0 -  h до м о м ен та  врем ени  t0 или, 
более кратко, преды сторией этого реш ения.

Далее всегда будем  предполагать, что для непреры вного отображ ения F(t ,  f ), при пом ощ и которого 
определяется правая часть у р ав н ен и я  (1), вы п олн ен о  локальное условие Л и п ш и ц а  по п ерем ен н ой  ^ . 
Х орош о известно [4], что непреры вность  отображ ения F(t,  f ) и вы п олн ен и е указан н ого  условия Л и п ­
ш и ц а для этого отображ ения обеспечиваю т, соответственно, сущ ествование и единственность реш ения 
X (t, t0, f 0) уравнения (1) с лю бы м и задан н ы м и  н ачальны м и  условиям и (t0, f 0) е  R+ X С ( [-h;  0], R ").

М ногочисленны е п ри м еры  ф ун кц и он альн о-д и ф ф ерен ц и альн ы х уравн ен и й  запазды ваю щ его  типа 
вида (1) дают диф ф еренциальны е уравнения с полож ительны м  постоянны м запазды ванием  по времени. 
В самом  деле, рассм отрим  диф ф еренциальное уравнение

x ( t ) = / ( t , x ( t ) , х (t  -  h)), t е  R+, (2)

с постоянны м  зап азд ы ван и ем  h > 0, где х ( t ) е  R ", - h  < t < + ^ ,  и отображ ение /  : R+ X R" X R" ^  R" -  
лю бое непреры вное отображ ение. При п > 2 для уравнения (2) такж е используется название диф ф ерен­
циальная система с постоянны м  запазды ванием . Легко видеть, что каждое диф ф еренциальное уравнение 
(2) с постоян н ы м  зап азд ы ван и ем  h > 0 определяет ф у н к ц и о н альн о-д и ф ф ерен ц и альн ое уравн ен и е 
запазды ваю щ его  ти п а y:(t) = F ( t ,Xt ), t е  R+, где непреры вное отображ ение F : R+ X С ( [-h;0] ,  R" ) ^  R" 
задается по следую щ ей формуле:

F ( t , f ) = f  ( t , f  ( 0 ) , f  ( -h) ) .

Н апом ним  (см., наприм ер, [9]), что верхней правой производной непреры вной функции f  : [а; + ^ )  ^  
R назы вается отображ ение / '+ : [а; + ^ )  ^  R U { ± ^ } , определяем ое по следую щ ей формуле:

1
/ '+( t ) = lim  - (f  ( t + S) -  f  ( t ) ) . 

s ^ + 0  0

Хорошо известно [9] , что непреры вная ф ункция /  : [а; + ^ )  ^  R является невозрастаю щ ей тогда и только 
тогда, когда / '+(t) < 0 п ри  всех t > а. Ясно, что если н еп реры вн ая  ф ун кц и я /  : [а; + ^ )  ^  R является 
диф ф еренцируем ой в обы чном смысле, то / '+(t) = f  ' ( t ), t > a, где f  ' ( t ) -  обычная производная функции
f  ( t ) .

Рассмотрим теперь для любого непреры вного ф ункционала V (t, f ) и реш ения х(т, t, f ) уравнения (1) 
с лю бы м и начальны м и условиям и (t, f ) непреры вную  ф ункцию  v (т) = V(т, х^(t, f )), т > t . При пом ощ и 
этой н еп реры вн ой  ф ун кц и и  v (т) п рои звод н ая  н епреры вного  ф ун кц и он ала V  : R+ X С ( [-h;  0], R ") ^  R 
в силу у р ав н ен и я  (1) определяется как  отображ ение У : R+ X С ( [-h;  0 ] ,R " ) ^  R U { ± ^ } , задаваем ое по 
следую щ ей формуле:

1
^^( t , f )  = v'+(T)\r=t = v'+(t) = lim  - { У  ( t  + 8 , x t +s ( t , f ) )  -  V  ( t , ^ ) }  . (3)

5 ^  + 0  0

3. П о л у ч е н н ш е  р е з у л ь т а т ы . П ерейдем  теперь к введению  р азли ч н ы х  видов эквиограниченности  
р еш ен и й  ф ункционально-диф ф еренциального  уравнения (1).

В ведем сн ачала пон яти е экви огран и чен н ости  реш ен и й  для ф ун к ц и он альн о-д и ф ф ерен ц и альн ы х  
у р ав н ен и й  запазды ваю щ его  типа, которое является аналогом  п он яти я  эк ви огран и чен н ости  реш ен и й  
для систем обы кновенны х диф ф еренциальны х у равн ен и й  [1] .

О п р е д е л е н и е  1. Будем говорить, что реш ения (имеется в виду все реш ения) функционально-дифферен­
циального уравнения  (1) эквиограничены, если для произвольны х а  > 0 и t0 > 0 сущ ест вует  такое число 
^  ^ ( t0 , а) > а, что для h -траектории Xt ( t0 , ^ 0 ) любого реш ения х (t, t0 , ^ 0 ) уравнения (1) с предысторией f 0 ,
удовлетворяющей условию \\^0\ < а, справедливо следующее неравенство:

\\Xt (t0,f0)\\ < §, t > t0.

Н еслож но видеть, что понятие эквиограниченности  р еш ен и й  ф ункционально-диф ф еренциального  
уравнения (1) эквивалентно тому, что для любых а  > 0 и t0 > 0 существует такое число ^  ^ (t0, а ) > а, что 
для каж дого реш ен и я х  (t, t0 , ^ 0 ) уравн ен и я  (1) с преды сторией  ^ 0 , удовлетворяю щ ей условию  \ \ f0 У < а, 
справедливо неравенство \\х( t , t 0 , f 0 )\\ < Р при  всех t > f0 .

Далее для п рои звольн ой  точ ки  х  = ( x i , .. . ,Хп) е  R ", п > 1, и лю бого ф иксированного  чи сла  к е  Z, 
удовлетворяю щ его условию 1 < к  < п, будем использовать обозначение у = ( х 1, .. . ,Xk) е  R ^. Кроме того,



для произвольного непреры вного отображения ^  = ( ^ i , . . . ,  ) € С( [-h;  0], R ") и любого фиксированного 
чи сла к  € Z, удовлетворяю щ его условию  1 < к  < п, далее будем  и спользовать  обозп ачап и е f (̂ ) = 
( ^ 1 , .. . , f s ) € С ( [ -h;  0 ] , ) .  Т аки м  образом , для каж дой точки  f  (9) = ( f 1 ( 9) , . .  . , f „ (&)) € R ", 9  € [ -h ;0 ] ,  
имеем  f (^) (Э) = ( f 1 ( Э) , . . ., ^ ^ (Э)) € R ^. Наконец, для любого реш ения х (t, t0, f 0) уравнения (1) семейство 
отображ ений yt  : [ -h ;0 ]  ^  R" ,где yt  (t0, f 0) = Xt (f0, ^ 0) (̂ ) , далее будем назы вать y-h-траекторией реш ения 
X ( t , t 0 , f 0) .

В ведем теперь понятие части чн ой  экви ограп и чеп п ости  р еш ен и й  с части чн ы м  контролем  п ред ы с­
тори й  для ф ун к ц и он альн о-д и ф ф ерен ц и альн ы х  ур ав н ен и й  зап азд ы ваю щ его  ти п а , которое является 
аналогом понятия частичной эквиограниченности реш ений  с частичны м  контролем начальны х условий 
для систем обы кновенны х диф ф еренциальны х у равн ен и й  [8] .

О п р е д е л е н и е  2. Будем говорить, что реш ения (имеется в виду все реш ения) функционально-диффе­
ренциального уравнения  (1) эквиограничены по части переменных у = ( х 1 , .. . ,Xk), 1 < к  < п, с част ичны м  
конт ролем предысторий  ) = ( ( ^ 0 )1, . . . ,  ( ^ 0>)к) € С ( [ -h ;0 ] ,  R ^) или, более кратко, у-эквиограничены с 

^0^) -контролем, если для произвольны х а  > 0 и ta > 0 сущ ест вует  такое число ^  ^ (ta, а) > а, что для
y-h -т раект ории yt (t(,, fd ) любого реш ения х (t, tg, f ^ )  уравнения  (1) с предысторией f^ ,  удовлетворяющ ей  
условию  ) У < а, справедливо следующее неравенство:

Wyt(t0,f0)\\ < §, t > t0.

Легко видеть, что если в определении 2 положить к = п , то получим  определение 1 эквиограниченно­
сти реш ен и й  ф упкциопальпо-диф ф ерепциальпого  уравнения (1).

Н етрудно проверить, что понятие у-эквиограниченности с ^0^) -контролем реш ений  ф ункционально­
диф ф еренциального  уравн ен и я  (1) эквивалентно тому, что для лю бы х чисел а  > 0 и t0 > 0 сущ ествует 
такое число ^  ^ (t0, a ) > а,  что для каж дого р еш ен и я  х ( t , t 0, f 0) у р ав н ен и я  (1) с п ред ы сторией  f 0,
удовлетворяю щ ей условию  \\^^ ) W < а,  справедливо неравенство (t, to, fo)W < ^  при всех t > to.

Далее для каж дого чи сла R0 > 0 и лю бого целого 1 < к  < п будем  через С (̂ '^(R0) обозначать 
подм нож ество  € С ( [-h;0] ,  R ") | \ \ f (̂  ) W > R0} м нож ества С ([ -h;0] ,  R "). При к = п подм нож ество 
С (^) (R0) будем обозначать через С(R0). Кроме того, для произвольны х функций а (t, г) и Ь(г), где t , r  € R+, 
далее будем использовать запись а (t, г ) € К  и Ь (г) € K ,  если эти функции удовлетворяют, соответственно, 
следую щ им  требованиям :

1) ф ун кц и я а (t, г ) > 0 является п ри  каж дом  ф и кси рован н ом  зн ач ен и и  t € R+ неубы ваю щ ей  по г 
ф ункцией;

2) ф ункция Ь(г) > 0 является неубы ваю щ ей ф ункцией, для которой вы полнено условие Ь(г) ^  
при  г ^  +та.

П олучим  теперь с и сп ользован и ем  ф ун кц и он алов Л япунова -  Красовского следую щ ее достаточ­
ное условие y -экви ограп и чеп п ости  с ^0 )-контролем  реш ен и й  ф уп кц и оп альп о-д и ф ф ереп ц и альп ого  
уравнения (1).

Т е о р е м а  1. Предположим, что для уравнения  (1) сущ ест вую т  непрерывный ф ункционал V  : R+ х  
С( [-h;  0], R " ) ^  R (функционал Ляпунова -  Красовского), функции Ь(г) € К ,  а (t, г) € К , число R0 > 0 и целое 
число 1 < к  < п, для которых выполнены следующие условия:

1) для лю бы х ( t , f ) € R+ х  С (^) (R0 ) справедливо двойное неравенство

Ь( \ \ f (^) (0)W) < У ( t , f ) < а (t, \ \ f (̂ ) W);

2) для лю бы х ( t , f ) € R+ х  С (^) (R0 ) справедливо неравенство

i ^ ( t , f ) < 0.

Тогда реш ения функционально-дифференциального уравнения  (1) являю т ся у-эквиограниченны м и с
) -контролем.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н айдем  для лю бы х а  > 0 и t0 > 0 такое ^  ^ (t0, a)  > а,  что для y-h-траектории
y t ( t 0, f 0) каж дого р еш ен и я  х ( t , t 0, f 0) уравн ен и я  (1) с п ред ы сторией  f 0, удовлетворяю щ ей  условию  
W^0 )̂ W ^  а , справедливо неравенство Wyt(t0, f 0)W < ^  при всех t > f0. Несложно видеть, что доказательство 
достаточно провести для случая, когда y-h-траектория yt (t0, f 0) реш ения х (t, t0, f 0) удовлетворяю т условию 
Wyt(t0, ^ 0)W > R0 п ри  лю бы х t > t0. Это следует из того, что если Wytj (t0, ^ 0)W < R0 для некоторого t1 > t0, 
то либо Wyt(t0, ^ 0)W < R0 при  всех t > t0, либо найдется такое t2 > t1, что Wyf2 ( t0, ^ 0)W = R0. П оэтому далее 
будем  рассм атривать только случай, когда Wyt(f0 , ^ 0 )W > R0 п ри  лю бы х t > f0 . И з условия 1) теорем ы  
получаем , что в рассм атриваем ом  случае для y-h-траектории  yt  (t0 , ^ 0 ) и h-траектории  Xt (t0 , ^ 0 ) лю бого 
реш ен и я х (t, t0 , ^ 0 ) уравнения (1) справедливо неравенство

Ь(Wyt(t0 , ^ 0 ) ( 0 )W < V ( t , x t ( t 0 , ^ 0 )), t > t0 .



Из условия 2) теорем ы  и ф орм улы  (3) получаем , что в рассм атриваем ом  случае для h-траектории  
Xt( t 0 , f 0 ) любого реш ения х (t, t0 , ^ 0 ) уравнения (1) ф ункция Y( t , Xt  ( t0 , ^ 0 )) от перeм енной  t > t0 является 
невозрастаю щ ей и, следовательно, им еем  неравенство

V (t , xt ( t0, ^0) )  < V (t0,^0),  t > t0.

Из условия 1) теоремы  получаем  неравенство V ( t0, f 0) < а ( t0, Wf0^) W). Так как ф ункция а (t, г) удовлетво­

ряет условию  а(t, г) € К ,  то при  Ŵ 0 ) W ^  ^  им еем

V (t0, f0)  < а (t0, W^0 )̂ W) < а(t0,a)

и, следовательно, для y-h-траектории  yt (t0, f 0) и h-траектории  yt (t0, f 0) лю бого р еш ен и я  x( t ,  t0, f 0), где 
W^0 )̂ W ^  ^ , уравнения (1) получаем  при  всех f > t0 неравенства

b(Wyt( t0, f0)(0)W) < V( t , x t ( t 0 , ^0) )  < V(t0,^0)  < a( t 0 , a) .

П ользуясь теперь тем, что ф ун кц и я Ь(г) удовлетворяет условию  Ь(г) € К , вы берем  некоторое число 
^  = Р (t0, а ) > а, дл я  которого справедливо  неравенство а (t0, а ) < Ь(Р) . При п о м о щ и  этого неравенства 
получаем  неравенство

Ь(Wyt(f0 , ^ 0 ) ( 0 )W) < b (Р), t > t0 .

Т ак  как  b (г ) € К , то из последнего неравенства следует справедливость неравенства Wyt(f0,^0)(0)W < Р 
п ри  всех t > t0 . Из этого, пользуясь равенством  yt ( t0, f0) (0)  = У( t , t 0 , f 0 ) для всех t > t0 , получаем  
Wy( t , t 0 , f 0 )W < Р для  всех t > t0 , что эквивалентно справедливости  неравенства Wyt(t0 , f 0 )W ^  Р при  
всех t > t0. Т аким  образом , показано, что р еш ен и я  ф упкц и оп альп о-д и ф ф ереп ц и альп ого  уравн ен и я  (1)

(к)являю тся у -эквиограниченны м и  с ^0 ) -контролем.
Если теорем у 1 рассм отреть дл я  случая, когда к = п, то эта теорем а превращ ается в следую щ ее 

достаточное условие эквиограниченности реш ений функционально-диф ф еренциального уравнения (1) в 
терм инах  ф ункционалов Л япунова -  Красовского.

С л ед стви е  1. Пусть для уравнения  (1) существуют непрерывный функционал V  : R + xC  ( [ -h;0] ,  R" ) ^  R 
(функционал Ляпунова -  Красовского), функции Ь (г ) € К ,  а ( t , r ) € К  и число R0 > 0, для которых выполнены  
следующие условия:

1) для лю бы х ( t , f ) € R+ х  С (R0 ) справедливо двойное неравенство

Ь(Wv(0)W) < V ( t , ^ ) < а (t, WvW);

2) для лю бы х ( t , f ) € R+ x  С (R0 ) справедливо неравенство

i ^ ( t , f ) < 0.

Тогда реш ения функционально-дифференциального уравнения  (1) являются эквиограниченными.
П ерейдем  теперь к введению  р азли ч н ы х  видов экви огран и чен н ости  в пределе реш ен и й  ф у н к ц и о ­

нально-диф ф еренциального  уравнения (1).
Н ачнём  с введения понятия эквиограниченности  в пределе реш ений  для ф ункционально-диф ф ерен­

ц иальны х уравнений  запазды ваю щ его типа, которое является аналогом понятия эквиограниченности  в 
пределе реш ен и й  для систем обы кновенны х диф ф еренциальны х уравнений  [1] .

О п р е д е л е н и е  3. Будем говорить, что реш ения (имеется в виду все реш ения) функционально-дифферен­
циального уравнения  (1) эквиограничены в пределе, если для этого уравнения найдется такое число В > 0 ,и  
для произвольных а  > 0 и t0 > 0 существует такое число Т = Т (t0 , а) > 0, что для h -траектории Xt ( t 0 , ^ 0 ) 
любого реш ения х  (t, t0 , ^ 0 ) уравнения (1) с предысторией f 0 , удовлетворяющей условию Wf0 W < ^ , справедливо 
следующее неравенство:

Wxt(t0 , f 0 )W < в,  t > t0 + т.

Н еслож но видеть, что понятие эквиограниченности  в пределе р еш ен и й  ф ункционально-диф ф ерен­
ц иального  у р ав н ен и я  (1) эквивалентно  том у, что для этого у р ав н ен и я  н айдется такое число В > 0, и 
для п рои звольн ы х  а  > 0 и t0 > 0 сущ ествует такое число  Т = Т (t0, a)  > 0, что для лю бого р еш ен и я  
X ( t , t 0, f 0) уравнения (1) с предысторией ^ 0, удовлетворяю щ ей условию Wf0 W ^  а , справедливо неравенство 
Wx(t, t0, ^ 0)W < в  при  всех t > t0 + Т -  h.

Введем теперь для ф уп кц и оп альп о-д и ф ф ереп ц и альп ы х уравн ен и й  запазды ваю щ его  ти п а  понятие 
части чн ой  экви огран и чен н ости  в пределе реш ен и й  с части ч н ы м  контролем  пред ы стори й , которое 
является аналогом понятия частичной эквиограниченности  в пределе реш ений  с частичны м  контролем 
начальны х условий для систем обы кновенны х диф ф еренциальны х уравн ен и й  [5] .

О п р ед ел ен и е  4. Будем говорить, что реш ения (имеется в виду все решения) функционально-дифференци­
ального уравнения  (1) эквиограничены в пределе по части переменных у = ( x 1, . . . , x k ), 1 < к  < п, с



част ичным контролем предысторий ) е  С( [ - h ; 0 ] ,R ^ ) или, более кратко, у-эквиограничены в пределе с 

^0^) -контролем, если для этого уравнения найдется такое число В > 0, и для произвольны х чисел а  > 0 и 
t0 > 0 существует такое число Т = Т ( t0 , а) > 0, что для y -h -траектории yt ( t0 , ^ 0 ) любого решения х  (t, t0 , ^ 0 ) 
уравнения  (1) с предысторией ^ 0 , удовлетворяющей условию \\^0^) у ^  а, справедливо следующее неравенство:

Wyt( t0, ^0) \\ < ^ , t > t0 + Т.

Легко видеть, что если в определении 4 положить к = п , то получим  определение 3 эквиограниченно­
сти в пределе р еш ен и й  ф ункционально-диф ф еренциального  уравнения (1).

Н етрудно проверить, что понятие у-эквиограниченности  в пределе с )-контролем  реш ен и й  функ­
ц и о н альн о-д и ф ф ерен ц и альн ого  у р ав н ен и я  (1) эквивалентно  тому, что для этого у р ав н ен и я  найдется 
такое число В > 0, и для произвольны х чисел а  > 0 и t0 > 0 сущ ествует такое число Т = Т (t0, а)  > 0, что 
для любого реш ен и я х  (t, t0, f 0) уравнения (1) с преды сторией f 0, удовлетворяю щ ей условию  \ \ f ^^) \ < а, 
справедливо неравенство (t, t0, ^ 0) \  < В при  всех t > t0 + Т -  h.

Далее для произвольного  ф иксированного  чи сла R0 > 0 и лю бой н еп реры вн ой  ф ун кц и и  с (г), где 
г е  R+, будем использовать запись с (г) е K ( R 0), если для этой функции вы полнено условие с ( г ) > 0 при 
г > R0 .

П олучим  теперь с использованием  ф ункционалов Л япунова -  Красовского следую щ ее достаточное 
условие у-эквиограниченности в пределе с ^0 ) -контролем реш ений  функционально-диф ф еренциального 
уравнения (1).

Т е о р е м а  2. Предположим, что для уравнения  (1) сущ ест вую т  непрерывный ф ункционал V  : R+ X 
С( [ - h ; 0 ] ,R " ) ^  R (функционал Ляпунова -  Красовского), число R0 > 0, ф ункции Ь(г) е К ,  а ( t , r ) е К ,  
с (г) е  K ( R 0) и целое число 1 < к  < п, для которых выполнены следующие условия:

1) для лю бы х ( t , f ) е  R+ X С (^) (R0) справедливо двойное неравенство

Ь( \ \ f (^) (0)||) < У ( t , f ) < а (t, \ \ f (̂ ) ||);

2) для лю бы х ( t , f ) е  R+ X С (^) (R0) справедливо неравенство

^ / ( t , f )  < - с ( \ ^ (^) (0 )\) ;

3) сущ ествуют числа R > R0 и у > 0, для которых справедливо неравенство а (t, R)  < у при всех t > 0.
Тогда решения функционально-дифференциального уравнения (1) являются у-эквиограниченными в пределе

с ^0^^) -контролем.
Д о к азател ь ств о . Так же, как в доказательстве теоремы 1, несложно видеть, что доказательство достаточно 
провести для случая, когда y-h-траектория yt ( t0, f 0) реш ения х (t, t0, f 0) уравнения (1) удовлетворяю т при 
любых t > t0 условию Wyt (t0, ^ 0) \  > R0. Поэтому далее будем рассматривать только этот случай. О чевидно,

С1 \  (к)что п ри  вы п о л н ен и и  услови й  теорем ы  р еш ен и я  у р ав н ен и я  (1) у -экви огран и чен ы  с )-контролем , 
поскольку из вы полнения условий теоремы следует вы полнение условий теоремы 1. Покажем теперь, что 
при вы полнении условий доказы ваем ой теоремы реш ения уравнения (1) являются у -эквиограниченны ми 
в пределе с ^0 ) -контролем. Для этого нуж но найти для уравнения (1) такое число В > 0 и, кроме того, для 
п рои звольн ы х  чисел  а  > 0 и t0 > 0 н ай ти  такое число Т = Т (t0 , а ) > 0, что для y-h-траектории  y t ( t 0 , ^ 0 ) 
любого реш ения х (t, t0 , ^ 0 ) уравнения (1) с преды сторией ^ 0 , удовлетворяю щ ей условию \\^0^) \ < а, будет 
справедливо неравенство \ \yt(t0 , f 0 ) \  < В при  всех t > t0 + Т  или, что эквивалентно, будет справедливо 
н ер авен ств о \у  ( t , t 0 , f 0 )\\ < В привсех  t > t0 + Т - h .  Для нахож дения указанны х вы ш е чисел В и Т = Т ( t 0 , a)  
исследуем  по отдельности следую щ ие случаи:

1) \ \ f^^) \ < а  < R или  \\^^ ) \ < R < а ; 2) R < \ \ f^^) \ < а.

И сследуем  сначала случай  1). Из условия 1) д ан н ой  теорем ы  получаем , что для h-траектории  Xt( t 0 , ^ 0 ) 
любого реш ения х (t, t0, f 0) уравнения (1) при всех t > t0 имеет место неравенство Ь(\ \ (xt ( t0, f 0) ) (̂ ) (0 )\ < 
V ( t ,Xt ( t0, f 0)). Так как Xt( t0, f 0)(0) = x( t ,  t0, ^ 0), то ( x t ( t 0, f 0) ) (’‘) (0) = у (t, t0, f 0) и, следовательно, при всех 
t > t0 п олучаем  неравенство b ( \ у ( t , t 0, ^ 0)\\ < V ( t ,Xt ( t 0, f 0)). Из условия 2) теорем ы  следует, что для 
h-траектории Xt( t0, f 0) любого реш ения х (t, t0, f 0) уравнения (1) при всех t > t0 справедливо неравенство 
^/ ( t ,Xt ( t0, f 0)) < 0. Из этого неравенства и ф орм улы  (3) следует, что для h-траектории  Xt( t0, f 0) лю бого 
реш ения х ( t , t 0, f 0) уравнения (1) ф ункция Y ( t , X t ( t 0, f 0)) от перем енной t > t0 является невозрастаю щ ей 
и, поэтому, при всех t > t0 получаем  неравенство Y( t , Xt  ( t0 , ^ 0 )) < У (t0 , ^ 0 ). Из условия 1) теоремы имеем 
неравенство V  (t0 , ^ 0 ) < а (t0 , \\^0^'^\\) и, следовательно, п ри всех  t > t0 имеем  неравенство Ь (\\у ( t , t 0 , f 0 )\\) ^  
я (t0 , \\^0^) \) . Так как а (t, г) е К  и \\^0^) \ < R, то получаем  для любых t > t0 неравенство Ь(\ \у(t, t0 , ^ 0 ) \ )  ^  
а (t0 ,R ). Из этого неравенства и условия 3) теоремы  следует, что при всех t > t0 справедливо неравенство 
Ь( \ у ( t , t 0 , f 0 )\\) < У. П ользуясь теперь тем, что Ь(г) е  К ,  вы берем  такое число  В > 0, что у < Ь(В).  При



п о м о щ и  неравенства у < Ь(В)  п олучаем  п ри  всех t > t0 неравенство Ь(Wy(t , to, fo)\ \ )  < Ъ(В).  Т ак  как 
Ь(г) € К ,  то из последнего  неравенства дл я  всех t > t0 им еем  неравенство Wy( t , t 0 , f 0 )W < В, т. е. им еем  
неравенство Wy( t , t 0, ^ 0)W < В при  всех t > t0 + Т -  h, где Т = h. П оследнее неравенство эквивалентно 
тому, что для y-h-траектории  yt (t0, f 0) реш ен и я х (t, t0, f 0) справедливо неравенство Wyt (t0, ^ 0)W < В при  
всех t > t0 + Т . Т аким  образом , в случае 1), т. е. в случае, когда п реды стория f 0 р еш ен и я  х ( t , t 0, f 0) 

удовлетворяет неравенству  W^0 )̂ W ^  ^  ^  ^  и ли  неравенству  W^0 )̂ W ^  ^  ^  ^, в качестве и ском ы х чисел  
В > 0 и Т = Т (t0, а) > 0 мож но взять, соответственно, выбранное вы ш е число В > 0 и число Т = h. Отметим, 
что проведенны е вы ш е рассуж дения говорят о том, что для лю бого реш ен и я х (t, t0, f 0) у равн ен и я  (1) c 
преды сторией ^ 0, удовлетворяю щ ей условию  W^0 )̂ W ^  ^ , справедливо неравенство Wy(t, t0, f 0)W < В при 
всех t > t0.

И сследуем  теперь случай  2), т. е. случай, когда для п ред ы стори и  ^ 0 р еш ен и я  х (t, t0, f 0) уравн ен и я  
(1) справедливо двойное неравенство R < W^0 )̂ W ^  ^ . П окаж ем, что в этом  случае найдется такое 
число Т = Т ( t 0 , a ) > 0, что п ри  всех t > t0 + Т -  h справедливо неравенство Wy( t , t 0, f 0 )W < В, где 
число В > 0 является ранее вы б ран н ы м  числом , удовлетворяю щ и м  условию  у < ^ ( В ) . Как было 
отм ечено вы ш е, из в ы п о л н ен и я  условий  доказы ваем ой  теорем ы  следует, что р еш ен и я  у р ав н ен и я  (1) 
являю тся у -экви о гр ан и ч ен н ы м и  с ^0 ) -контролем . П оэтом у для лю бы х чисел  а  > R и t0 > 0 им еется 
такое число ^  ^ (t0, a)  > 0, что для каж дого р еш ен и я  х ( t , t 0, f 0) у р ав н ен и я  (1) с п ред ы сторией  f 0,
удовлетворяю щ ей условию R < ) W < а,  справедливо неравенство Wy(t, t0, f 0)W < при всех t > t0. Для
доказательства сущ ествования указан н ого  вы ш е чи сла  Т = Т (t0, а)  покаж ем , что для лю бого р еш ен и я  
X(t, t0, f 0) уравнения (1) с преды сторией  f 0, удовлетворяю щ ей условию  R < Ŵ 0(̂ ) W < а,  всегда найдется 
такое t ' > t0, что Wy( t ' , t 0, ^ 0)W < R. П редполож им  от противного, что для лю бого t > t0 вы полнено  
условие Wy( t , t 0, ^ 0)W > R. Т огда им еем  R < Wy( t , t 0, ^ 0)W < п ри  всех t > t0. Из условия 2) получаем , 
что для чи сла ^  = m in (R^r ) с ( г) > 0 справедливо неравенство V ( t , f ) < - ^  п ри  лю бы х t > t0 и лю бы х 
f  € С (^'^(R0), для  которы х R < Wf(^) (0)W < . Т ак как для р еш ен и я  х ( t , t 0, f 0) п ри  всех t > t0 им еется
равенство \^( t ,Xt ( t0, f 0)) = V '+(t ,Xt( t0, f 0)), то из указан н ого  вы ш е н еравенства ^ / ( t , f ) < - ^  получаем  
п ри  всех t > t0 неравенство V' +( t ,Xt ( t0, f 0)) < - ^ . Из этого следует, что справедливо  неравенство 
V ( t ,Xt ( t0, x 0)) -  V (t0, f 0) < - ^ (t  -  t0) для  всех t > t0. Из последнего неравенства получаем , что при  
достаточно больш их t > t0 будем  им еть неравенство V (t,Xt ( t0, f 0)) < 0, что п ротиворечит условию  0 < 
Ь(Wxt(t0 , ^ 0 ) (̂ ) (0)W) < V ( t ,Xt ( t 0 ,X0 )) при всех t > t0 . Таким образом, предполож ение о том, что для любого 
t > t0 вы п олн ен о  условие Wy( t , t 0 , f 0 )W > R, неверно и, следовательно, для лю бого р еш ен и я  х ( t , t 0 , f 0 ) 
уравнения (1) с предысторией ^ 0 , удовлетворяю щ ей условию R < Wf0̂ ) W < а,  всегда найдется такое t ' > t0 , 
что Wy( t ', t0 , ^ 0 )W ^  R. Из этого получаем , что для р еш ен и я  х (t, t ' ,Xt ' ( t 0 , ^ 0 )) у р ав н ен и я  (1) справедливо 
неравенство Wy(t , t ' ,Xt ' ( t 0 , f 0 ))W < В п ри  всех t > t ', поскольку Wyt'(t0 , f 0 ))W < R. Т ак  как  x ( t , t 0 , f 0 ) = 
X( t , t ' , Xt ' ( t 0, f 0)) п ри  всех t > t ', то для лю бого р еш ен и я  х ( t , t 0, f 0) у р ав н ен и я  (1) с п ред ы сторией  f 0, 
удовлетворяю щ ей  условию  R < W^0 )̂ W ^  ^, им еем  Wy(t, t0, f 0)W = Wy(t, t' ,Xt>(t0, ^ 0))W < В п ри  всех t > t ' . 
Для того, чтобы найти  нуж ное число Т = Т ( t0, a ) > 0, сделаем  оценку сверху числа t ' > t0. Из условия 2) 
доказы ваем ой теоремы получаем , что для числа ^ 1 = m in(R1̂ r<yS) с ( г) > 0, где R1 = R1 ( t0, a)  = Wyt'(t0, ^ 0)W, 
справедливо неравенство V ( t ,Xt ( t0, x 0) ) - V ( t 0, f 0) < - ^ 1 ( t - 10) при всех t > f0. Если последнее неравенство 
рассм отреть п ри  t = t ', то получи м  неравенство t ' < t0 + ( ( V (t0, f 0) -  V ( t ' ,Xt ' ( t0, ^ 0) ) ) / ^ 1). При п ом ощ и  
этого неравенства, а такж е неравенств V (t0, f 0) < а (t0, a)  и Ь(R1) = Ь(\\yt ' ( t0, f 0)\\) < V (t ' ,Xt ' ( t0, f 0)),
п олучаем  неравенство t ' < t0 + ( ( а (t 0 , a )  -  b(R1 ) ) / ^ 1 ). Из этого неравенства следует, что для лю бого 
реш ен и я  х ( t , t 0 , f 0 ) у р ав н ен и я  (1) с п ред ы сторией  ^ 0 , удовлетворяю щ ей  условию  R < W^0 )̂ W ^  ^, 
справедливо  неравенство Wy(t, t0 , f 0 )W < В п ри  всех t > t0 + Т -  h, где Т = h + ( ( а (t0 , a )  -  Ъ(R1 ) ) / ^ 1 ). 
П оследнее неравенство эквивалентно  том у, что для y-h-траектории  y t ( t 0 , f 0 ) этого р еш ен и я  х (t, t0 , f 0 ) 
вы п олн ен о  условие Wyt(t0, f 0)W < В п ри  всех t > t0 + Т . Ясно, что число Т  > 0 зави си т от а  и t0, 
поскольку ^ 1 = ^ 1 (R1 (t0, а ) , f i ( t0, а )) и Ь(R1) = Ь(R1 (t0, а)).  Т аким  образом, в случае 2), т. е. в случае, когда 
п ред ы стори я  f 0 р еш ен и я  х ( t , t 0, f 0) удовлетворяет двой н ом у  неравенству  R < Ŵ 0(̂ ) W < а, в качестве 
иском ы х чисел  В > 0 и Т = Т (t0, a)  > 0 м ож но взять, соответственно, вы бранное ранее число  В > 0 
и число  Т = h + ( ( а (t0, а) -  Ь(R1) ) / ^ 1). С ум м ируя результаты  исслед ован и й  случаев 1) и 2), получаем , 
что п ри  вы п о л н ен и и  условий  д оказы ваем ой  теорем ы  р еш ен и я  ф ун кц и он альн о-д и ф ф ерен ц и альн ого

/ч\ (к)у равнения (1) являю тся у -эквиограниченны м и  в пределе с ^0 ) -контролем.
Если теорем у 2 рассмотреть для случая, когда к = и, то эта теорема превращ ается в следую щ ее доста­

точное условие эквиограниченности  в пределе реш ен и й  ф унконально-диф ф еренциального  уравнения 
(1) в терм инах  ф ункционалов Л япунова -  Красовского.

С л е д с тв и е 2 . Пусть для уравнения (1) существуют непрерывный функционал V  : R + xC  ( [ -h;0] ,  R " ) ^  R 
(функционал Ляпунова -  Красовского), число R0 > 0 и ф ункции Ь (г ) € К , а (t, г) € К , с ( г ) € ' X(R0 ), для  
которых выполнены следующие условия: 1) для любых (t, f ) € R+ х  С (R0 ) справедливо двойное неравенство

Ь(Wf  (0)W) < Y ( t , f ) < a(t,  Wf W);



2) для любых ( t , f ) е  R+ X С (R0 ) справедливо неравенство

': ( t , f )  < - с ( \ \ f (0 )\) ;

3) существуют числа R > R0 и у  > 0, для которых справедливо неравенство а (t, R)  < у при всех t > 0. Тогда 
реш ения функционально-дифференциального уравнения  (1) являются эквиограниченными в пределе.

В заклю чение работы рассмотрим прим ер на прим енение теоремы 2. Пусть задана диф ференциальная 
система

у:1 ( t ) = -3x1 ( t ) +  Х1 ( t  -  h ) +  Х1 ( t ) sin2( x 2 (t  -  h)) -  e*X1 ( t ) R+
j:2( t ) = X1 ( t ) +  x̂ 2( t -  h )+  X2(t) +  x^ ( t  -  h) , ,

с постоян н ы м  зап азд ы ван и ем  h > 0 . П окаж ем  п ри  п ом ощ и  теорем ы  2, что р еш ен и я  этой систем ы  
(х 1 )-экви огран и ч ен ы  в пределе с -контролем. О пределим  для д ан н ой  диф ф еренциальной  системы  
ф ункционал  Л япунова -  Красовского V : R+ X С ( [-h;0] ,  R 2) ^  R, полагая

V ( t , ^ )  = ^ 2 (0) + + J ^  1̂2(9)d9,  f  = ( ^ 1 , ^ 2 ) е  C([ -h;0] ,  R 2).

О чевидно, что для лю бы х ( t , f ) е  R+ X С ( [-h;0] ,  R 2) сп раведли вы  неравенства \ \ f  (1)( 0 ) \2 < У ( t , f ) < 
(1 + h)\\^  (1)\ 2 + е- *, поскольку ^ 1  (0)2 = \\^ (1)( 0 ) \2 < \\^ (1)\ 2 и max(-h<ff<0 ) f '2 (9) = m ax(-h^ ff^ 0) \ \ f  (1)( ^ ) \ 2 = 
\\^ (1)\ 2. Поэтому, если в качестве ф ункций Ь ( r ) , a( t , r )  е К  взять функции Ъ (г) = г2 и а ( t , r)  = (1 + h )r2 + е~*, 
то условие 1) теоремы 2 вы полнено при любом R0 > 0. Рассмотрим теперь производную  ^ / ( t , f ) = v '(т)\т=1 = 
V' ( t ) в силу заданной  системы, где

V(т) = У (т,Хг ) = х'2(г) + е- ^ + [  х'2(т + 9 ) d9  = х 1 (т)2 + е + [  х'2(s)ds
J - h J r - h

и X(т, t, f ) = ( х 1 (т),х2(т)) -  реш ение заданной системы с начальны м и условиями (t, f ). Для производной 
V' ( t ) им еем

V' ( t ) = 2x1 ( t )ос1 ( t ) + х'2( t ) -  х'2(t -  h) =

= 2х1 ( t ) ( - 3 x 1 ( t ) + х 1 (t  -  h) + x 1 ( t ) sin2( x2(t  -  h)) -  e*x1 ( t )) -  e- * + x'2(t) -  x'2(t -  h) =

= - 6 x 2 + 2 x 1 ( t ) x 1 (t  -  h)) + 2x'12(t)  sin2(x 2 ( t -  h)) -  2e*x^2( t ) -  e- * + X12(t) -  X12(t -  h ) .

Так как 2х1 ( t ) х 1 (t  -  h) < x'2(t) + x'2(t -  h) и x'2(t) sin2( x2(t  -  h)) < x'2(t) для лю бы х t е  R+, то получаем

V' ( t ) ^  -2 х '‘2( t ) -  2е^х''2( t ) -  е  ̂ ^  -4 х '‘2( t ) = -4(р1 (0 )2 = - (1) (0 ) \ 2, t е  R +.

Из этого следует, что для всех ( t , ^ ) е  R+ X С ([-h;0] ,  R2) справедливо неравенство \ ^ ( t , f ) < - 4 \\^ (1)( 0 ) \2. 
Поэтому, если в качестве ф ун к ц и и  с ( г ) е  'X(R0) взять ф ункцию  с ( г ) = 4г2, то получим , что условие 2) 
теорем ы  2 вы п олн ен о  при  лю бом  R0 > 0. Ясно, что условие 3 теорем ы  2 такж е вы полнено , поскольку 
для лю бого чи сла R > R0 справедливо  неравенство а(t ,R)  = (1 + h)R2 + е- * < у  при  всех t > 0, где 
у = (1 + h)R2 + 1. Таким образом, для заданной диф ф еренциальной системы с постоянны м  запазды ванием
все условия теорем ы  2 вы п о л н ен ы  и, следовательно, р еш ен и я  этой систем ы  (х 1)-эк ви о гр ан и ч ен ы  в

(1)
пределе с 0̂) ) -контролем.
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